Commentaires sur l'exercice 1

On prend comme population de référence le groupejdatre enfants.
Cet exemple, bien que non pertinent du fait duléadffectif de la population, permet de mettre éace les

notions indispensables de la théorie de I'échantilhge.

Description de la population

Population
100%

La proportion d'enfants pianistes dans la

population estp=0,25. 75%

50%

Proportion

25%

0%

T
Non P P

Répartition des ages

Dans la population, l'age a pour moyenne

u=13,5 ans, pour variance*=1,25 et pour écart-

type 01,12 an.

Nombre d'enfants

12 13 14 15
Ages

Les échantillons d'un point de vue descriptif
Par un tirage avec remise, on peut obteriir 84 échantillons différents de taille 3 dans la papon étudiée.
Remarque : Si la taille de la population est0DO, il y a 1000°=10" échantillons constitués avec remise,

différents de taille 30.

Distribution de la fréquence de choix du pianiste dns les échantillons

Echantillons de taille 3

Pour les 64 échantillons constitués avec remise |

2
taille 3 dans la population des 4 enfants, on a % 22
distribution des fréquences ci-contre : i:; iz
La moyenne des fréquences de choix du piani g 12:
observées dans tous les échantillons différentsitde § 0 =

0 1/3 2/3 1

3 est 0125- Ce résultat est ég@l a Fréquence de choix du pianiste

La variance des fréquences de choix du pianistereéss dans tous les échantillons différents dle ti est
0,0625, clest2d=El

Statistique inférentielle en BTSA - B. Chaput - ENFBchantillonnage 1



(%]
(O]
(8]
L C
= @
D =
N
>
(%]
o 2
o €
= O
=
O
SO
S
NOTOAOTOHANOITIOLANOITNANTONOTONDTONOITOANTVLNNTOLANNITONNIIOVONOITVLNNTONDI OO T WY
Pl ddaddddgdadddddddddddd T A gdddddddddddd AT g daudTadagdd S d g d oo
Lo .
mm < < N ™ < < ¥ < n < mm
= ™ < Lo N ™ < < [Te) N N M ™ ™ n n N ™ < < < n
.mm NIRRT BRI I IS IS RN I R I R R R R R =R B o I I R RV R I IR TR 9] k-
(%) ol®
5 =] P
gC
0 o~ N NN o~ ™ M mnmmmMm ™ < SR A A A A 5 < << T} n 00w o
I (R RNV S s g g TR R B R i o B e S SN TRNC IR P R R B B B R I R R R TE  E RV B, S B R e s e R
[J]
[2)
c
c
a
=}
©
x
AO
2o
= QO
c 3
n
(%]
(]
(8]
c
<)
=}
O
‘O
Qo
=
29 FFPGFFPGFFPGFFPGFFPGFFPGFFPGFFPGFFPGFFPGFFPGFFPGFFPGFFPGFFPGFFPG
c = B
o .9 1S
[ cljc
mm [TT TR VR TER TIR I TR W S a N« Y WL, WG, N N N T W 1IN WO W VI N W a o W MY s MG, WL NGO I J W 1 B VT Ty W Wy Vo By a B S a B IO IO I O I T TR TR TR TR VI PR T Wy B« B R, WO WO N ] ke
) I
29 |3
- Lol bbb ptlbpppblepurllblreaoanaaloaoadtlopnadtan0O0O0000000000000
(0]
.M P RN a R dnRoNa k- N Nal  duNONal-d nNoNa - NONal g NONal - g o NaR- dn o Nal @l NONal - qnRONal g NONa I LN Nal- gl N Nal ginNONa - gl e Nal
Sm
mm
A - - - - G = = - G- - = = G- G- g gl s e e s W a [ sl W el o BN HONO RO RO NONONONONONO RO RO NN RO N NaNaNaNaNaNaNaNalaaNaNaNaaWala)

Statistique inférentielle en BTSA - B. Chaput - ENFBchantillonnage Exercice 1



7

Echantillons d'enfan Instruments Série A Ages dans les Série B SérieC | -

de taille 3 de musique fréquences de choix du pianisfe  échantillons | moyennes| variances| Ecarts-type
A A A F F F 0 12 12 12 12,0C 0,0C 0,0C
A B F F F 0 12 12 13 12,33 0,22 0,47
A A C F F P 1/3 12 12 14 12,67 0,89 0,94
A A D F F G 0 12 12 15 13,00 2,00 1,41
A B A F F F 0 12 13 12 12,33 0,22 0,47
A B B F F F 0 12 13 13 12,67 0,22 0,47
A B C F F P 1/3 12 13 14 13,00 0,67 0,82
A B D F F G 0 12 13 15 13,33 1,56 1,25
A C A F P F 1/3 12 14 12 12,67 0,89 0,94
A C B F P F 1/3 12 14 13 13,00 0,67 0,82
A C C F P P 2/3 12 14 14 13,33 0,89 0,94
A C D F P G 1/3 12 14 15 13,67 1,56 1,25
A D A F G F 0 12 15 12 13,00 2,00 1,41
A D B F G F 0 12 15 13 13,33 1,56 1,25
A D C F G P 1/3 12 15 14 13,67 1,56 1,25
A D D F G G 0 12 15 15 14,00 2,00 1,41
B A A F F F 0 13 12 12 12,33 0,22 0,47
B A B F F F 0 13 12 13 12,67 0,22 0,47
B A C F F P 1/3 13 12 14 13,00 0,67 0,82
B A D F F G 0 13 12 15 13,33 1,56 1,25
B B A F F F 0 13 13 12 12,67 0,22 0,47
B B B F F F 0 13 13 13 13,00 0,00 0,00
B B C F F P 1/3 13 13 14 13,33 0,22 0,47
B B D F F G 0 13 13 15 13,67 0,89 0,94
B C A F P F 1/3 13 14 12 13,00 0,67 0,82
B C B F P F 1/3 13 14 13 13,33 0,22 0,47
B C C F P P 2/3 13 14 14 13,67 0,2z 0,47
B C D F P G 1/3 13 14 15 14,00 0,67 0,82
B D A F G F 0 13 15 12 13,33 1,56 1,25
B D B F G F 0 13 15 13 13,67 0,89 0,94
B D C F G P 1/3 13 15 14 14,00 0,67 0,82
B D D F G G 0 13 15 15 14,33 0,89 0,94
C A A P F F 1/3 14 12 12 12,67 0,89 0,94
C A B P F F 1/3 14 12 13 13,00 0,67 0,82
C A C P F P 2/3 14 12 14 13,33 0,89 0,94
C A D P F G 1/3 14 12 15 13,67 1,56 1,25
C B A P F F 1/3 14 13 12 13,00 0,67 0,82
C B B P F F 1/3 14 13 13 13,33 0,22 0,47
C B C P F P 2/3 14 13 14 13,67 0,22 0,47
C B D P F G 1/3 14 13 15 14,00 0,67 0,82
C C A P P F 2/3 14 14 12 13,33 0,89 0,94
C C B P P F 2/3 14 14 13 13,67 0,22 0,47
C C C P P P 1 14 14 14 14,00 0,00 0,00
C C D P P G 2/3 14 14 15 14,33 0,22 0,47
C D A P G F 1/3 14 15 12 13,67 1,56 1,25
C D B P G F 1/3 14 15 13 14,00 0,67 0,82
C D C P G P 2/3 14 15 14 14,33 0,22 0,47
C D D P G G 1/3 14 15 15 14,67 0,22 0,47
D A A G F F 0 15 12 12 13,00 2,00 1,41
D A B G F F 0 15 12 13 13,33 1,56 1,25
D A C G F P 1/3 15 12 14 13,67 1,56 1,25
D A D G F G 0 15 12 15 14,00 2,00 1,41
D B A G F F 0 15 13 12 13,33 1,56 1,25
D B B G F F 0 15 13 13 13,67 0,89 0,94
D B C G F P 1/3 15 13 14 14,00 0,67 0,82
D B D G F G 0 15 13 15 14,33 0,89 0,94
D C A G P F 1/3 15 14 12 13,67 1,56 1,25
D C B G P F 1/3 15 14 13 14,00 0,67 0,82
D C C G P P 2/3 15 14 14 14,33 0,22 0,47
D C D G P G 1/3 15 14 15 14,67 0,22 0,47
D D A G G F 0 15 15 12 14,00 2,00 1,41
D D B G G F 0 15 15 13 14,33 0,89 0,94
D D C G G P 1/3 15 15 14 14,67 0,22 0,47
D D D G G G 0 15 15 15 15,0( 0,0C 0,0¢

Moyenne 0,25 13,50 0,83
Variance 0,062¢ 0,4z 0,3¢
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Les échantillons d'un point de vue probabiliste

Distribution de probabilités de la fréquence d'échatillonnage

Lors de la constitution au hasard et avec remise échantillon de taille 3, les 64 échantillonsffiats sont
équiprobables.
Si on s'intéresse non plus aux enfants choisis [Emirantillon, mais a l'instrument de musique dtsnjfouent,

on obtient 27 échantillons d'instruments de musguiane sont pas équiprobables.

d'instrif\:]:rngllgg staiIIe 3 Probabilités d'instrE(r:r:]:lnnttsI”((j)g ?aille 3 Probabilités d'instrE(r:r?;nnttsI”((j)g ?aille 3 Probabilités
F F F 8/64 P F F 4/64 G F F 4/64
F F P 4/64 P F P 2/64 G F P 2/64
F F G 4/64 P F G 2/64 G F G 2/64
F P F 4/64 P P F 2/64 G P F 2/64
F P P 2/64 P P P 1/64 G P P 1/64
F P G 2/64 P P G 1/64 G P G 1/64
F G F 4/64 P G F 2/64 G G F 2/64
F G P 2/64 P G P 1/64 G G P 1/64
F G G 2/64 P G G 1/64 G G G 1/64

Si on s'intéresse au fait que les enfants jouenhau du piano, on obtient 2 8 échantillons de taille 3

constitués de P (pianiste) ou nonP (autre) ;RFP), (P,P,nonP), (P, nonP,P), (P,nonP,nonP),

(nonP, P, P), (nonP,P,nonP), (nonRnonP,P) et (nonRnonP,nonP). Ces 8 échantillons de type
"expérimental”, ne sont plus équiprobables :
Echantillons de taille 3 | Probabilités Echantillons @ taille 3 | Probabilités Echantillons de taille 3| Rubabilités
P P P 1/64 P nonP nonP 9/64 nonP | nonP P 9/64
P P nonP 3/64 nonP P P 3/64 nonP | nonP | nonP 27/64
P nonP P 3/64 nonP P nonP 9/64
La distribution de probabilités de la fréquenceluntillonnage est alors :
. . o s . 0 1 2 3
Frégquences de choix du pianiste dans I'échantillon 3 3 3 3
Nombre d'échantillons 27 27 9 1
. 20400, | 204205 | L0140 Lo,
Probabilités 64 42 % 64 42 % 64 14 % 6d 2%

Cette distribution de probabilités ne dépend quéadaoportion de pianistes dans la population.aDrait la

méme avec, par exemple, une population de 400 srdant 100 pianistes.

Pour d'autres tailles d'échantillon

Dans une population®? on considére une sous-

30%

Echantillons de taille 10

population 4 contenanp =25 % des individus d&. On
constitue, avec remise, des échantillons de talllepuis
30, puis 100 et on s'intéresse a la fréquenceidius

de 4 dans les échantillons. Les distributions de

probabilités des fréquences desont les suivantes :

Probabilité

25% -

10%

5%

0%

20% -

15%

\[—]\

0 110 210 3/10 4/10 510 6/10 7/10 810 9/10 10/10

Fréquence deg
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Echantillons de taille 30 o Echantillons de taille 100
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Fréquence deg

On constate que plus la taille de I'échantilloniegtortante, plus les fréquences se regroupenugaute

0,25 et plus la forme de la distribution prenduiad d'une "cloche".

Des explications

Pour des échantillons constitués avec remise e taila distribution du nombre d'individus dédans les
échantillons se fait selon la loi binomiale de pagtren etp. Le nombre moyen d'individus dé dans tous

les échantillons différents de tailleest donap, ainsi, la moyenne des fréquences des individyd dans
ces échantillons esrt:?: p=0,25: la fréquence des individus g&dans un échantillon estime sans biais la

proportionp de la population.

La variance des fréquences des individugdddans tous les échantillons différents de tailkst MlT‘EZ

Pourn= 10, elle vaut 0,01875, pour= 30, elle vaut 0,00625 et ponr= 100, elle vaut 0,001875.

Remarques
e Plusn est grand, plus la variance est faible ; les olagiems des fréquences des individus_ dese
resserrent autour de la moyenne de la distribution, donc @udiep (loi faible des grands nombres).

e Plusn est grand plus la répartition de la fréquenceidéidus de 4 se rapproche d'une distribution

normale d'espérance mathématiqoieet d'écart-type /PJlT‘IQl (théoreme limite central). Cette

approximation peut étre utilisée dans les calcalgp=30, np>15 etnp(1-p)>5.

Application

Dans la populatio? précédente, on choisati hasard avec remise un échantillon de taille 60. Quelle es

la probabilité que I'échantillon choisi ait unequénce d'individus d& comprise entre 0,2 et 0,4 ?
Si on appelld- la variable aléatoire qui & chaque échantillotiaglee 60, constitué avec remise, associe la

fréquence des individus dg¢l, 60F suit la loi binomiale de parametre 60 et 0,25. @nalors

P(0,2< F < 0,4)= P(12< 60 F < 24)= 0,8490.
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Comme 0,2% 60=15 et 0,25 0,75x 60=11,25, on peut approcher la loi &epar la loi normale de

paramétres 0,25 af0,003125. Ainsi, P(0,XF<0,4)= é—(z)s F sé—g) = P(%OSS F S%SJ en utilisant

la correction de continuité.

F-0,25

Finalement, P(0,2F<0,4)= P(— 1,04<
0,003125

< 2,84), soit environ 0,8485 en approchant la loi de

F-0,25 . P
———=—— par la loi normale centrée, réduite.
4/0,003125

Distribution de la moyenne d'age dans les échantilhs constitués avec remise

Pour les 64 échantillons de taille 3 dans la pdprales 4 enfants, on a la distribution suivante :

Moyenne d'age dans 12 | 12,33| 12,66f 13 |13,33313,667| 14 |14,33314,667| 15
I'échantillon (en années)

Nombre d'échantillons 1 3 6 10 12 12 10 6 3 1

Echantillons de taille 3

5 121 =
2 101
2
G 8 —
0
T g4
o 6
o 44
§4
227 |_| |_|
o HEL ; ; ; ; =
¥ 8 & 3 & & I 8 @8 8
N N (S 0] <t <
— - —

Moyenne d'age de I'échantillon

La moyenne des moyennes d'age des enfants danteso@shantillons différents de taille 3 est 135,ace

résultat est égalja

La variance des moyennes d'dge des enfants obsedafis tous les échantillons différents de tailles8
2
0,4167, soi%, I'écart-type des moyennes est environ 0,645 an.

Les résultats précédents sont indépendants dectiéffle la population, ils ne dépendent que deartition

des ages dans la population.
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Pour d'autres tailles d'échantillon :
Pour une méme répartition des ages des enfants ldapspulation, on obtient les distributions de

probabilités de la moyenne d'échantillonnage stiésmpour des échantillons constitués avec remisailtk

10, puis 30 :
Echantillons de taille 10 Echantillons de taille 30
12% 7%
6%
10% °
w 5%
K] 0, =
g 8% = %
g 6% E 3%
£ o
o 4% 2%
2% H 1%
L ﬂnn
N N <t © o m N < © dJ <r N <l’ © 00 LO
A N s VI oA N A R T o T o N <o B~ S N -
- - - - - - - - - - - - a "2 .
Moyenne d'age de I'échantillon Moyenne d'age de I'échantillon

Pour chaque taille, la moyenne des moyennes d'age observées datosiseSchantillons différents de taille
n est toujourgt = 13,5 ans : la moyenne d'age des enfants dans antéldn estime sans biais la moyenne

de la population.
La variance des moyennes d'age observées damsiteéahantillons différents de taiheest%.
Pourn =10, cette variance est 0,125 et pow30, elle est 0,0417.

Remarques :
* Plusn est grand, plus la variance des moyennes d'adeaib ; les résultatse resserrent autour de la
moyenne de la population (loi faible des grands mes).

* Plus n est grand plus la répartition des moyennes d'&eapproche d'une distribution normale

d'espérance mathématiquet d'écart-type\?—- (théoreme limite central).
n

Application : On choisit au hasard un échantillon de taille 30.

O

Si on appelleX la variable aléatoire qui a chaque échantilloriailée 30 associe la moyenne d'age dans
o

I'échantillon. On a, par exemple(IB,Zs X< 13,6) 10,655.

Le calcul de P(13,Z X < 13,6) en utilisant I'approximation de la loi %epar la loi normale de paramétres

O
13,5 ety /1 22 4 5nne —1,47sx‘—1132’fs 0,49|=0,617.

30
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Distribution de la variance des ages dans les échdlons constitués avec remise

Pour les 64 échantillons de taille 3 dans la pdprales 4 enfants, on a la distribution suivante :

Echantillons de taille 3

30%
25%
20% A
15%
10% 4
0% T

0 0,22 0,6666667 0,89  1,5555556 2,00

Variance de I'age dans I'échantillon

Pourcentage
d'échantillons

La variance des ages dans les échantillons a poyemme environ 0,83333 et pour variance enviromndh3
Les résultats précédents sont indépendants dectiéffle la population, ils ne dépendent que deartition

des ages dans la population.

Pour d'autres tailles d'échantillon :

Pour des échantillons constitués avec remise tie 18, puis 30, on obtient les distributions suies :

Echantillons de taille 10 Echantillons de taille 30

6% 2%

5% o
o w0 [l
% E 1% ' I y
8 3% o
o " a
o 2% =

o5 eeaeceps B AL LARMALRTREARRA R e

o & o~ - N
o

Variance de I'age dans I'échantillon

Pourn=10, on trouve une moyenne des variances des agedataéchantillons de 1,125 avec une variance
d'environ 0,1091. Pour= 30, on trouve une moyenne des variances des agedataéchantillons d'environ

1,2083 avec une variance d'environ 0,0345.

. . n-1 . A v .
La moyenne des variances observees%s-rt]—)ol: la variance d'age des enfants d'un échantilginue

estimateur biaisé de la varianocgdu caractére dans la population. Pour obtenirstimateur sans biais, on

n
. . L, N 0\2 . . N
utilise la variance corrigée egaleﬁa_—1 Z (xi - x) ou lesx; sont les valeurs observées du caractéres dans
i=1

les échantillons ex est la moyenne du caractére dans I'échantillon.

Remarques :
* Plusn est grand, plus la variance est faible ; les té®ite resserrent autour de la moyenne des

observations possibles.
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