Il - Théoremes

Soit Xy, X, ..., Xp une suite den variables aléatoires indépendantes de méme |prateabilités admettant une

O
espérance mathématigueOn poseX :% (Xe+ Xo+ ..+ X,).

1°) - Loi faible des grands nombres
Pour toute >0, P(| X - u| <¢g) tend vers 1 quand n tend vers l'infini.

Application aux les échantillons de type "sondagetonstitués avec remise

Considérons dans une populatiBnune sous-populatiofl contenant une proportigndes individus déP.
On noteE (P I'ensemble des échantillons de tailleconstitués avec remise dai#s & ,(P) peut étre

assimilé &P ". On considére les variables aléatoidgspour 1<i<n:

X E(PO - {0, 1}
0 sia n'appartient pas_d
(a, ...,ay) 4 - ) . .
1 sia appartient 39

LesX; suivent la loi de Bernoulli de paramepreElles ont pour espéranceXg(=p.
Alors la variable aléatoire qui a chaque échanmtilite taillen associe la fréquence d'individus _deest

F =% (X1 +Xot ...+ Xn) et par application de la loi des grands nombres :

pour toute >0, F|F -p| <€) tend vers 1 quamitend vers I'infini.
Lors du tirage d'un échantillon, plusest grand, plus la probabilité d’obtenir un échim avec une
fréquence observée d'élémentsdiproche de est forte.

Des résultats :

La loi de nF est la loi binomial&B(n ; p). Ainsi, nF a pour espérana# et pour écart-type/n p(1-p).

F a pour espéranc%pzp et pour é(:art-type\/n pr(]l—p) =\/ P (1n_ p)_ L'écart-type qui quantifie la

dispersion des résultats (fréquences observéed) dmitour dep (I'espérance) tend vers 0 quamdend
vers l'infini.

Application aux les échantillons de type "expérimetal”
Considérons une expérience aléatoire a deux isssasces(s) et échec(), S étant obtenu avec la
probabilitép (et donck avec la probabilité 1 p).
On répéte cette expérienndois. A la i-eme répétition de I'expérience alé@tgl<i<n), on associe la
variable aléatoir&; prenant la valeur 1 si le résultat de I'expériealéatoire esy et 0 sinon.

LesX; suivent la loi de Bernoulli de paramefreElles ont pour espéranceXg(= p.
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Alors la fréquence d'observations glest F =%(X1+X2+ ...+Xn) et par application de la loi des grands

nombres : pour towt> 0, P(| F- p| <¢g) tend vers 1 quandtend vers linfini.
Lors de la répétition d'une expérience aléatoilgs pest grand, plus la probabilité d’obtenir un fréoge
d'observation deg proche de est forte.

Remarque

La loi des grands nombres permet d'expliquer le dae I'on peut attribuer comme probabilité a un
événement, une valeur autour de laquelle la fréopielfapparition de cet événement semble se stbilis

lorsqu'on répete I'expérience aléatoire un gramabme de fois (approche fréquentiste de la prokiéhili

2°) - Théoréme limite central

On suppose de plus que ont un (méme) écart-type
a
Alors pour n grand, la loi de la moyenKepeut étre approchée par la loi normale de parm@ﬁt%.
n

Remarque :
Ce théoréme est remarquable a plusieurs égards :
« |l s'applique quelle que soit la loi de probabditbmmune deX; pourvu qu'elle posséde une variance.

|l contribue & expliquer le réle privilégié que gla loi normale en statistique (en tant que itk

d'une conjugaison de phénomeénes aléatoires).

* Il prouve gqu'une suite de variables aléatoiresrétss peut converger en loi vers une variable ail&at
continue.

Application & la distribution de la fréquence d'éclantillonnage

D'apres le théoreme limite central appliqué auxesuprécédentes, la loi deest approchée par la loi

normale]\/{p;« /Mln—_@ ) pour n=30, np=15 etnp(1-p)>5.

Dans ces conditions, la loi 0;% est approchée par la loi normaf&0 ; 1).

n

Application a la distribution de la fréquence dandes échantillons constitués avec remise

* Laloi de nF estla loi binomiales(n; p).

» D'aprés le théoréme limite central appliqué a lidesprécédente, la loi dé est approchée par la loi

normale W(p;\ /Mln_—lél ) pour n=30, np=15 et np(1-p)>5. Dans ces conditions, la loi de

F_E

est approchée par la loi normatg(0 ; 1).
[p-p)
n

p=0,25
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Si p est trop petit ou trop grandion est de mauvaisgitgu: elle donnerait une probabilité non négligeaa R

ou a]l1; +oof.
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Plusn est grand, meilleure est la qualité de I'approkiona
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