Il - Estimation d'un parametre par intervalle de confiance

1°) - Généralités sur la construction
On veut estimer un parameétre (moyenne, proportiod'ur) caractére dans une populat®rine estimation

ponctuelle a partir d'un échantillon donné ne rigmee pas beaucoup sur le degré d'approximation du

parametre.

On détermine des réeks etk, (dépendant éventuellement du parametre que l'erclel a estimer) tels que
Pki<Z<k)]=1-a ou Zest une variable aléatoire dont on connait la d@iprés la théorie de
I'échantillonnage ett la proportion d'échantillons donnant une valeusesbée deZ jugée comme peu

probableg est leseuil de confianceet 1-a, le niveau de confiancgen général vaut 5 %, 10 % ou 1 %).

Un échantillon donne une valeur obserggede Z, on fait confiance au hasard & @ et on suppose que la
valeur du paramétre cherchée fait en sorte guez,,s<k,. Les valeurs du parameétre pour lesquelles cette

inégalité est vraie constituent imervalle de confiance du parametre au seuil de odiancea.

Plus on fait confiance au hasard, ptugst petit (a la limite si on faisait totalemenhfiance au hasard, on

devrait prendrea =0 et l'intervalle de confiance du parametre sdRit

2°) - Estimation d'une proportion par intervalle de confiance
a) - Probleme

On veut estimer la proportign d'individus ayant une certaine propriété dans pmgulation®, a partir de

l'observation de la fréquentede la propriété dans un échantillarde taillen.

b) - Détermination
Soit a un seuil de confiance. Sdt la variable aléatoire qui, a chaque échantillontalke n, associe la

proportion des individus ayant la propriété étudieaminons ce qui se passe dans les trois caasngsiv

© n>50:laloide Y=—F=P est approchée par la loi normalen(0; 1).
[F(1-F)
n
La loi deY ne dépend pas de elle permet de déterminer le ragl tel que P(t,<Y<sUuy)=1-a

a

(ky=—u, et kx=uy), alors P{|zu,)=a et d)(u(,):l—2

ou & est la fonction de répartition de la loi

normale centrée réduite.

En répartissant le risque de facon symétriqueoigueur de l'intervallek] ; k;] est minimale car la loi
normale centrée réduite est unimodale et distrildgeacon symétrique par rapport a 0. Dans le ada o
variable aléatoire dont on connait la loi ne retrgis ces conditions, on répartit quand méme dgpieisle

facon symétrique mais cela n'a rien d'optimal.

On fait confiance au hasard a-@& et on admet que la valeur obser¥gde F a partir de I'échantillort

vérifie linégalité — uy <—Je=bD Uy , ON obtientfs— Uy fe(1—fe <p<fetuy fe (1t
f, (1T n n

n
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Un intervalle de confiance geau niveau de confiance-In est [fé—ua« /Mln;fel e+ Ug A /Mln;fel}
L'intervalle aléatoire[F—u(m /ﬂ%l F+ ug /ﬂ%l} est un intervalle de confiance plau seuil de

confiancea.
Remarque :

Sia diminue,u, augmente et I'amplitude de l'intervalle augmente.

Exercice 3

On considere la population d'une grande ville. @ntwestimer la proportion de personnes de la wiéles en
janvier et pour cela, on préléve dans cette pojulatn échantillon de 400 personnes dans lequebastate que
32 personnes sont nées au mois de janvier.

Donner une estimation de la proportion de persomeeka ville nées en janvier par intervalle de cmde au

niveau de confiance de 95 %.

® n=30,np=215etnp(l-p)>5:laloide X =—E=D  ogt approchée par la loi normalen(0; 1).
o /Ml_—Q)_
n
On détermine le réel, tel que P(t,<X<u,)=1-a.
fg—

—e=B_ |, en résolvant
. [PA=D)
n

On fait confiance au hasard & @& et on admet quk vérifie I'inégalité -, <

cette double inéquation du second degrg,en obtient :

+

¢ 2on 47 n <p< 2n " e \/ 4n?
3 sps 2
1+u% 1+u°‘

Un intervalle de confiance de la proportiop au niveau de confiance —n est

2 2 2 2
Uy Uy fé 1_fé Uy Uy fé 1_fé
s+ — 4+ s+ -+ -+
fe* on =Y \/ ar? n .fe 2n " Y\ an? n
2 ] 2
1+u_d 1+u_a
| n n
B 2 2 2 2
F+u—°‘—uq UL2+F 1-F SR UL2+F 1-F
2n 4n n 2 4n n . . .
y : 02 est un intervalle de confiance gewu seuil de
l_'__’:x 1+_U
| n n
confiancea.
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© Dans tous les cas, la loi da F est la loi binomiale @(n ; p).

La loi denF dépend d@ et est discrétdg; etk, dépendent dp.

On prend pouky(p) le plus grand entier tel que[rFFz kl(p)] > 1—% et pourky(p) le plus petit entier tel que

a

> Ainsi A ki(p) < nF < ko(p)] 2 1-a.

P[nF<ky(p)] 21—

On tire un échantillon au hasard, on admet quétsf observénf, du caractere dans I'échantillon est
compris entrek;(p) etky(p). On utilise alors une table de la fonction dearéifion des lois binomiales de
premier paramétren pour déterminer un intervalle contenant les valede p faisant en sorte que
ki(p) < nfs<ky(p). L'intervalle ainsi constitué est un intervalle abnfiance de au seuil de confianae.

Pour éviter ce travail fastidieux, on utilise desigues de loi binomiale. Un abaque est un réseaautbes
en coordonnées cartésiennkgpj. Chaque courbe correspond a une taille d'échamélt donne les bornes

de l'intervalle de confiance en fonction de 'olagonfs deF dans I'échantillorE.
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Intervalles de fluctuation obtenus trois méthodes @ur une proportion

- Enrouge avey =—F=2
p(-p)

n

Pour une valeur dp, l'intervalle de fluctuation de la fréquence daillonnage- au niveau de probabilité

de 95%, est I’intervalle{p— 1,961\ ,P_%Ql P+ 1,961 ,P_%Ql}

« En noiravedr=—+—=2__
F(1-F)

n

Pour une valeur de, l'intervalle de fluctuation de la fréquence da&udillonnageF au niveau de probabilité

2 2 2 2
Ug U’ p(l-p Uy U, p(A-p
P*on % \Ja2" n  PTon Tl \/4n2+ n
2 ’ 2
1 1450

n n

de 95%, est l'intervall

* En bleu avec I'approximation du programme de sexond

Pour une valeur dp, l'intervalle de fluctuation de la fréquence datiilonnage- au niveau de probabilité

: 1 1
de 95%, est I’mtervaIIEp -——=,p+t—F= }
An’" 4/n
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3°) - Estimation d'une moyenne par intervalle de aafiance
a) - Probleme

On veut estimer la moyenmped'un caractére quantitatif dans une popula#anpartir de l'observation d'un

échantillon de taillen. Soito I'écart-type du caractere dans la population.

b) - Détermination
. . . [NIA . . . , . . .
Soita un seuil de confiance. Sott et S les variables aléatoires qui, a chaque échantiéotaillen, associent

respectivement la moyenne du caractére étudiénetcart-type corrige.

© o estconnu, la loi deJ =9<—;E est

\ln

* |la loi normale #(0; 1) si le caractere est distribué normalement
dans la population,
* approchée par la loi normalen(0; 1)sin =30

La loi deU donnée par la théorie de I'échantillonnage ne riépas deu, elle permet de déterminer le
oud

réeluy tel que P(HosU<su)=1-a (ki=—u, etk,=u,), alors PU|zu,)=a et <D(uq)=1—%

est la fonction de répartition de la loi normaletcée réduite.

: : , R U . .
Si on fait confiance au hasard & d, on peut supposer que la valeur obsemgde X dans I'échantillon

vérifie l'inégalité 4, < Me—H |, on obtientm—u, =< HS M+ Ug—=
g \In \In

\ln
el el

Un intervalle de confiance de la moyennau seuil de confianae est [mé—u(x \/- T Me+ Ug \/- }
n n

" , . (0) (0) . . . .
L'intervalle aIeatow%g( —Ug T X 9( + Uy T} est unintervalle de confiancedep au seuil de confianae.
n n
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® (o est inconnu et on connait la loi deT =§I<—A_H
S
Aln

La loi de T donnée par la théorie de I'échantillonnage ne riépas deu, elle permet de déterminer le

réelt; tel que P(#,<T<t))=1-a (k;=—ty etk,=t,), alors P{[|>ty) =a et d)(ta)zl—%.

. ' . A , . O
On fait confiance au hasard & i et on admet que les valeurs obsenrégst s; dans I'échantillon dX et

N\ N\

AN L — " .
Srespectivement, vérifient l'inégalitéty< W;AE <ty on obtientms—t, % SUS M+t %.
S n n

\/n

AN AN
Un intervalle de confiance de la moyennau seuil de confianae est [mé—t(X % TMmet ty % }
n n

N\
L'intervalle aléatoir%g(—ta \/—S_ X 9( + 1, \/—S_} est un intervalle de confiance dau seuil de confianae.
n n

Exercice 4

Un grossiste achéte un lot de plusieurs millierpoelets & une coopérative agricole. Il voudraitenoadrement
de la masse moyeniedes poulets dont il serait "sar" & 90 % (le nivdaiwconfiance est 0,9). Pour cela, il préleve
au hasard 60 poulets du lot. La moyenne de I'édil@nest me=1,5 kg et son écart-type est=%,2 kg.

1°) - Donnergé I'écart-type corrigé de I'échantillon.

2°) - Donner une estimation gepar un intervalle de confiance au seuil de 10 %.

Exercice 5
Un centre de transfusion sanguine désire connaitde)5 pres, la proportignde personnes du groupe sanguin O
(donneurs universels) dans sa zone d'action ebcetdveau de confiance de 99 %.

Déterminer la taille de I'échantillon & prélevenslaette population pour satisfaire cette demande.

Exercice 6

Une semaine avant des élections, un institut deagna interrogé, au hasard, n personnes (n dsirdee de
plusieurs centaines) sur leurs intentions de Mdtestitut donne au niveau de confiance de 95 Witelvalle de
confiance [34,72 %43,37 %] pour le pourcentage d'électeurs favosatlecandidat Martin.

Déterminer la taillen de I'échantillon interrogé par l'institut de sogela
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Exercice 7
On veut estimer le nombié d'oiseaux d'une certaine espece dans une régiancBla, on en capture 90 que l'on
bague, puis que I'on relache. On cherche ens@istiraer le pourcentaged'oiseaux bagués dans la population :
e quelque temps apres, on capture 110 oiseaux ;
e apres chaque capture, on observe si I'animalaggtéoou non, puis on le relache (tirage avec rgmise
* le nombre d'oiseaux bagués ainsi observés est 17.
© Déterminer une estimation ponctuellepde
® Déterminer un intervalle de confiancemau niveau de 95 %.

© Utiliser les résultats précédents pour déterminegncadrement de.

Exercice 8
Un échantillon de 12 mesures de la résistance mtenaide certains fils de coton a pour moyenne Kg38t pour
écart-type 1,24 kg. On suppose que les mesures siktance sont réparties selon une loi norntaeerminer

un intervalle de confiance de la résistance moyeeneipture au seuil de confiancedge 5% b) 1 %.

Exercice 9

Un laboratoire vérifie la résistance a I'éclatemi@emt kg/cri) des réservoirs d'essence d'un fabricant. Dessessa
similaires, réalisés il y a un an, permettent dasatérer que la résistance a l'éclatement estildist
normalement avec une variance de 9.

Des essais sur un échantillon de 10 réservoirsuisent a une résistance moyenne a |'éclatemert@legcns.
Estimer par intervalle de confiance la résistanagenne a I'éclatement de ce type de réservoir @aeanide

confiance de 95 %.

Exercice 10
Le comptable d'une entreprise veut obtenir unemesitbn du colt moyen de la main d'ceuvre directe fou
fabrication d'une piéce particuliére. Sur un écilant aléatoire de 12 lots, on a obtenu les colisearos
suivants :
982; 990; 985; 855, 910; 947; 842; 964, 941; 760; 810, 920.
On suppose que les codts sont répartis normalaa@stl’ensemble des lots de la production.
1°) - Estimer ponctuellement la moyenne et I'écart-typeallt de main d'ceuvre par lot produit.
2°) - Estimer par intervalle de confiance, au niveauatdiance de 95 %, la moyenne du colt de main dequaa

lot produit.
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