LOIS DE POISSON

Définition

Une variable aléatoirX suit laloi de Poisson®(A\) de parametra, réel strictement positif, lorsque sa loi de

k
probabilité est définie par (R=k) = e‘)\% pourk O IN.

Espérance et variance

L'espérance d¥ est EX) =\ et sa variance est XY= A, ainsi son écart-type est(X) =\/X.

Propriétés
Les lois de Poisson interviennent dans la modéisate phénomenes aléatoires ou le futur est incépe du
passé (pannes de machines, sinistres, appels @aéigpks a un standard, files d'attente, mortalégps de

guérison de petites blessures, stocks, nombrdld&fibantes dans le ciel d'été...)

Approximation d'une loi binomiale par une loi de Passon

Lorsquen prend de grandes valeurs, et quest petit, la loi binomialéB(n, p) est approchée par la loi de

Poisson(np) (conservation de la moyenne). Les conditionspi@pmation sontn>30, p<0,1 etnp<15.

Exercices

Exercice 1

Dans une entreprise, une étude statistique a mgntedh moyenne % des articles d'une chaine de fabrication

présentent des défauts. Lors d'un contrble det§ualn envisage de prélever un échantillon de 12€es. Bien

gue ce préléevement soit exhaustif (sans remisegparidére que la production est suffisamment itaobe pour

gue l'on puisse assimiler cette épreuve a un tia@e remise et que la probabilité qu'un articlélgue soit

défectueux est constante.

1. - Justifier que la loi de la variable aléatokalonnant le nombre d'articles défectueux d'undbkhatillon peut
étre approchée par la loi de Poisson de parant&tre

2. -Evaluer les probabilités REk) pourk entier naturel inférieur a 8.

Exercice 2

La variable aléatoireX donnant le nombre de clients se présentant alnefuidfranchissements d'un bureau de
poste par intervalle de temps de durée 10 minatése 14 h 30 et 16 h 30, suit la loi de Poissopatamétre 5.
Calculer la probabilité que, sur une période demifutes choisie au hasard entre 14 h 30 et 16 tn3jdur

d'ouverture du guichet, il y ait au moins 8 persma se présenter a ce guichet.
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Exercice 3

3% des bouteilles d'eau livrées par une usine sfiettlueuses. On appefda variable aléatoire qui, a tout lot de
100 bouteilles prises au hasard, associe le nomrbouteilles défectueuses. On admet Husuit la loi de
Poisson de paramétre 3. Trouver la probabilitéhdeen des événements suivants :

1°) -"Sur un lot de 100 bouteilles choisies au haséry ia aucune bouteille défectueuse."

2°) -"Sur un lot de 100 bouteilles choisies au hasésdai2 bouteilles défectueuses."

3°) -"Sur un lot de 100 bouteilles choisies au hasagdai3 bouteilles défectueuses."

4°) -"Sur un lot de 100 bouteilles choisies au hashgdaimoins de 4 bouteilles défectueuses."

Exercice 4
Dans un grand magasin, la variable aléat¥irdénombrant le nombre de magnétoscopes vendusuas done
journée quelconque, suit la loi de Poisson de pairand.
Les ventes pendant deux journées sont supposégseimdantes.
1°) - On choisit une journée au hasard, calculer la fitibde chacun des événements suivants :
a) - "La vente de la journée est au plus égale a 5."
b) - "La vente de la journée est au plus égale a 2 ouains égale a 6."
2°) - On choisit deux jours consécutifs au hasard.
a) - Calculer la probabilité que les ventes de chacesedgux journées soit au moins égale a 5.

b) - Calculer la probabilité que la somme des ventededs jours consécutifs soit égale a 2.

Exercice 5

Un chef d'entreprise, pour éviter l'attente desicamvenant livrer, envisage si cela s'avere naessde
construire de nouveaux postes de déchargemenerila actuellement cing. On considere pour sinaplifétude,
qu'il faut une journée pour décharger un camione @nquéte préalable sur 120 jours a donné lestaEsul

suivants :

Nombre d'arrivées par jours)x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1(
Nombre de jours (n 2 | 10| 18| 22 23 19 12 7 4

PO
-

| - Calculer la moyenne, la variance et I'écart typeatte série statistique.
Il - Lav. a. r. X mesurant le nombre quotidien de camigenant livrer, suit la loi de Poisson de paragnét
1°) - Justifier cette loi.
2° a) -Quel est le nombre maximal d'arrivées de camiargnainant pas d'attente ?
b) - En déduire la probabilité de n'avoir aucun camiomttente.
3°) - Combien faudrait-il de postes de déchargement goarla probabilité de n'avoir aucun camion en &ten
soit supérieure a 0,95 ?
4°) - On prévoit, pour les années a venir, un doublerdertn fréequence des livraisons. Combien faudradeil

postes de déchargement pour que la probabilitéadeinaucun camion en attente soit supérieur€@a D,
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Pourqguoi une loi de Poisson ? un exemple

On suppose qu'il apparait en moyenne deux étdlegtds toutes les cing minutes dans le ciel diumée de la

premiere semaine d'ao(t.

On choisit au hasard un intervalle de 5 minutest ¥$da variable aléatoire associant a l'intervallesdainutes
choisi, le nombres d'étoiles filantes observéesem@nons la loi de probabilité de

Dans un premier temps, discrétisons le probléme :

On partage les cing minutes anntervalles de tempsuffisamment petits pour contenir au plus une apparition

d'étoiles filantes.

o On fait I'nypoth&se que la probabilité d'apparititume étoile filante durant de petits intervatiestemps
est proportighnelle a leur durée.
0 On suppdse de plus que les apparitions des étaifesles événements indépendants.

La probabijité d'une apparition durant un de wégervalles estnombre moye'_n d'apparitions en > n;@.
nombre d'intervalles n

Dans gne premiére approximation, | ] etoiles filantes en cing minutes suit lakimomiale

n n

P.(X=K) =(D (z)k(l_g>n'k=n (n—1) - h—k+1) @k(l_%> =§_!k(1_%>"‘kn (n—1) .h.k(n—k+1)
n_k

PX=K) =2 (1-3) n (1)

i=1
Examinons les limites de chacun des facteurs dduir@btenu lorsqua tend vers o, c'est-a-dire lorsque la

durée dew intervalles tend vers O ;

0 (1—%)n_k=exg<(n—k) In(l—%)zex (2—27")@
2K In(l_%>

Lorsquen tend vers o, % tend vers 0, alor{Z——) tend vers 2 et———— tend vers 4.

N

n

S

n-k
On en déduit qu&{l—%) tend vers &.
k1,
0 Lorsquentend vers o, [] (1—ﬁ> tend vers 1.
i=1

k
Ainsj P,(X=Kk) tend ver% e”? quandn tend vers -o.

La loi du nombre d'apparitions d'étoiles filantesceng minutes est la loi de Poisson de parametre 2
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